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Wie wir sahen, ist neben+ z, auch stets —z, ein
Pol von f(z). Indem wir immer zwei entsprechende
Terme (66) zusammenfassen, erhalten wir

1 1
f@ _QZ 2, =2 z, =2z’

unter Beriicksichtigung der Definition von X ergibt
sich somit

1 ' 1
p=25pZ 2 2 ye
- X, 2 X'—X 68)

:Afg_éé eiwtz 1 1
A M ° X2:—2 o—o*+ilo’

n

(67)
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Wirkungsquerschnitte. Da fiir die Ober-
schwingungen die Voraussetzung, daf} die Licht-
wellenlinge groB3 gegen Kerndimensionen ist, nicht
mehr zutrifft, beschrinken wir uns im folgenden auf
die Umgebung der Grundfrequenz w,. Unter Ein-
fihrung der ,Strahlungsbreite“ I's gemifl Gl. (20),

I i

2 NZ & o° 1

2me* 2mc® 3 A M ¢ Xj—2

(69)

und des in Gl (18) angegebenen Phasenwinkels ¢
zwischen erregender Feldstirke €; und Dipol-
moment P erhalten wir die in (19) bis (23) angegebe-
nen und diskutierten Wirkungsquerschnitte.

Austausch- und andere Zweizentrenintegrale mit 2s- und 2 p-Funktionen

Von HErMANN-Joser KoPINECK

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 5 a, 420—431 [1950]; eingegangen am 21. Juni 1950)

m Rahmen ausfiihrlicherer Untersuchungen der

quantenmechanischen Theorie der chemischen Bin-
dung erwies es sich als notwendig, Zweizentren-
Wechselwirkungsintegrale mit 2s- und 2 p-Funktionen
numerisch zu berechnen.

Im Anschluf} an Sugiura! — der als erster diese
Integraltypen, und zwar fiir 1s-Elektronen berech-
nete — wurden von folgenden Autoren Zweizentren-
integrale mit 2s- und 2 p-Funktionen angegeben:

Rosen? tabelliert eine Anzahl von Hilfsintegra-
len, die zur Auswertung von Austauschintegralen,
s.u. Gl (4c¢), benutzt werden konnen.

Delbriick?® hat Wechselwirkungsintegrale zwi-
schen 2s2-Elektronen unter gewissen Vernachlissi-
gungen ermittelt, so dal3 seine Berechnung des Li,-
Molekiils noch ungenau ist. Einige Integrale zwischen
2s%- und 2s,2p-Elektronen geben Bartlett und
Furry* an. Ihr Ergebnis ist in guter Ubereinstim-
mung mit unseren auf anderem Wege berechneten

1Y. Sugiura, Z. Physik 45, 484 [1927].
2 N. Rosen, Physic. Rev. 38, 255, 2099 [1931].
3 M. Delbriick, Ann. Physik 5, 36 [1930].

4J.H.Bartlett u. B.H. Furry, Physic. Rev. 38,
1615 [1931]; 39, 209 [1932].

5J.H.Bartlett, Physic. Rev. 37, 507 [1931].

6 W.E.Bleich u. J.E. Mayer, ]. chem. Physics 2,
252 [1934].

7 A. L. Sklar, ]J. chem. Physics 6, 645 [1938]. A. L.
Sklar u. R. H. Lyddane, J. chem. Physics 7, 374
[1939].

Werten. Die zwischen 2p?-Elektronen auftretenden
Integrale hat Bartlett? als erster — aber noch mit
Vernachlissigungen — berechnet. Einige numerische
Werte von Wechselwirkungsintegralen zwischen 2s2-,
2s,2p- und 2p?-Elektronen finden sich auBerdem bei
Bleich und Mayer$ Sklar bzw. Sklar und
Lyddane? und Wheatley und Linnett?.
Sehr ausfiihrlich und genau haben kiirzlich Parr
und Crawford® sowie Hirschfelder und
Linnett® mehrere Integrale mit 2p-Funktionen
berechnet, die in guter Ubereinstimmung mit unseren
Werten sind. Alle diese Autoren benutzen bei der
Auswertung der Integrale den von Rosen? an-
gegebenen Integrationsweg wie auch seine Hilfs-
integraltabellen.

Kotany, Amemiya und Simose!® ver-
offentlichten 1938 eine sehr ausfiihrliche Tabelle von
Hilfsintegralen zur Berechnung von Austausch- und
anderen Wechselwirkungsintegralen. Diese Tabellen,
die sich u. a. durch die groBe Zahl der Werte des

8 P.].Wheatley u. J.W.Linnett, Trans. Faraday
Soc. 45, 897 [1949].

92 R. G. Parr u. B.L. Crawford, J. chem. Physics
16, 1049 [1948].

9 J.O.Hirschfelder u. J.W. Linnett, J. chem.
Physics 18, 130 [1950].

10 M. Kotany, A. Amemiya u. T. Simose, Proc.
physico-math. Soc. Japan 20, Extra-Nr. 1 [1938]; 22, Extra-
Nr. 1 [1940].
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Parameters «, einer Funktion des Kernabstandes
(s.u.), auszeichnen, blieben merkwiirdigerweise in
der Literatur vollig unberiicksichtigt. Wir haben die
Werte der Hilfsintegrale sowohl mit den Werten in
der Literatur, soweit sie vorhanden sind, verglichen,
als auch z. Tl selbst nachgerechnet und ihre Richtig-
keit bestitigen konnen. AuBBerdem wurden sorgfiltige
Vergleiche der mit Hilfe dieser Tabellen berechneten
Austausch- und anderer Wechselwirkungsintegrale mit
den bekannten Integralwerten der Literatur an-
gestellt, die fast immer eine gute Ubereinstimmung
ergaben. Die in einigen Fillen auftretenden Abwei-
chungen halten sich im Rahmen der zu erwartenden
rechnerischen Ungenauigkeiten und Druckfehler. Die
japanischen Tabellen1?, die unseren Berechnungen
zugrunde gelegt sind, diirfen somit als sehr zuverlés-
sig anzusehen sein, insbesondere auch deswegen, weil
ein ausfiihrliches Druckfehlerverzeichnis viele Errata
beseitigt.

Die Wechselwirkungsintegrale, wie sie unten in
den Gln. (4a) bis (4f) definiert werden, sind in vielen
Fillen infolge der Transformation auf elliptische
Koordinaten (das sind die dem Problem angepaf3ten
Koordinaten) komplizierte Linearkombinationen jener
in 10 tabellierten Hilfsintegrale. Diese Linearkombi-
nationen sind groBenteils ebenfalls in 1° berechnet
worden. Wir haben sie alle nachgerechnet und néti-
genfalls korrigiert. Dariiber hinaus wurde eine An-
zahl neu berechnet. Sie alle sind in Tab. 1 zusammen-
gestellt. Diese Tabelle enthilt somit sidmtliche
Wechselwirkungsintegrale mit 2s- und 2p-Funktio-
nen. Nur bei den Ionenintegralen wurden lediglich
diejenigen angegeben, die bei der Berechnung des
N,-Molekiils 11 auftreten.

Die Zahlenwerte der Tab.2 sind diejenigen, die
wir auf Grund unserer Rechnungen und Kontrollen
fiir die zuverlissigsten halten?2. Der Vollstindigkeit
halber wurden in diese Tabelle auch solche Integrale
aufgenommen, die schon in der Literatur vorhanden
sind.

Definition und Integrationsweg
der Wechselwirkungsintegrale

Die Theorien der chemischen Bindung fithren auf
Integrale der Form:

(w|H |y) = [v*Hydr,

worin H der Hamilton-Operator und y eine Nihe-
rung der Eigenfunktion des betrachteten Systems
sind. Wir setzen im folgenden voraus, daB dieses
System ein zweiatomiges Molekiil vom Typ A, sei

421

und dafB die wechselwirkenden Elektronen der beiden
Atome 2s- bzw. 2p-Elektronen sind. Die angeniher-
ten Molekiileigenfunktionen vy, die charakteristisch
fiir die einzelnen Theorien sind, werden — wenn
nicht mit numerischen Eigenfunktionen gerechnet
wird — aus Linearkombinationen von Produkten der
Elektroneneigenfunktionen aufgebaut, worin letztere
Wasserstoffunktionen mit geeignet gewihlten Para-
metern sind.

Als 2s-Eigenfunktion kommen zwei Funktionen in
Frage, einmal die richtige H-Eigenfunktion:

5312 o .
Vasy = T 1—odne mit 0 = Z/2a, (1a)

und zweitens die knotenlose, von Slater!3 ein-
gefithrte Eigenfunktion
95/

- —0
wzssl = 1@’ Te i (1 b)

Die 2p-Eigenfunktionen kénnen entweder als

5/2
Wop, = %: re_d' cos 9,
T
5/2
Wap, = % —re— 9 sin 9 cos @, (2a)
T
5/2
Wap, = —?/ —re O sin ¥ sin@ ’
M
oder als
o2 —6 , _
Yapo = T/:;f T.e " cos & = Yap,»
5/2 )
Yop, = deire*‘s' sindeti?
TT
-1 ; (2b)
VQT ( 2Px+ lw2py)’
(5/2 )
Vap = 1?277 re 0 sin 9P
— T

— 1 H
- i/é_ (w2px —y 2py)
gewiihlt werden. )

11 Vgl. H. J. Kopineck, Z. Naturforschg. (in Vor-
bereitung). Weitere Ionenintegrale sind in Arbeit.

12 Interessenten konnen eine ausfiihrlichere Lichtpause
unserer Originaltabellen 1 und 2 erhalten, in der auch die
Werte aller anderen Autoren, soweit sie uns bekannt sind,
eingetragen sind, sei es, daf} sie mit unseren Ergebnissen
iibereinstimmen, sei es, dal3 sie abweichen. Wir wiren
dankbar, wenn wir auf Irrtiimer in unseren Tabellen so-
wie auf etwa iibersechene Werte in der Literatur hin-
gewiesen wiirden.

13 J. C. Slater, Physic. Rev. 36, 57 [1930].
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+ A (2a) —A; (2a)

2-6!

+ @ay

,_~—7a——A1(za)+5A3(za)—5A4(2a)+As(2a)](

C(Xﬂ 7() :faa* (1) bﬂ* (2) 7}; ay (1) bé (2) dT1 dT2 62

179 143 7 1,1 1
128 T 1 ¥ T s T e T 10 T a0

435
256

+

ay )

Ze2)

ay
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Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale.
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Cssss={‘217“e_;a E It T Tt e 50 “6]}(7’;2)
C0555=ﬁ?{‘2{§—e_2a[§%;+%+5+il%%a-l-—g—}a?
+12;%“"’+*114%f“‘+§§§6“5+$“6}(Zafg)
Foag @ F ot 4 gl }(Zf)
Cooas 2%3‘4{72425‘1% 25(12 —e—“[;z %4— 2952 +37f+2o
+ B o b @t DLt 0% gt L g b }'(%%)

o 18 ., 8 , 1 a]}(w)
320 240 7 560 * 7 630 * a

Cosos =3 Cgss—2Cpsps

1 25  _sa 25 25 25 6215
C’m“_i{mas [12(13 T 6a T 6a T 2304
45 29 , 8 , 78 ., 1 5”(25)
Tos T et Y500 T ¥ |\ e
_ 1 [45  _sa[45 45 45 15 15
Craos = 273 {4&4 F [40:4 2a® 2a? + a + 2
95 1B o,, 5 , 3 , 1 5}(222)
Tt 16 T 22s % 336 % T 280 %\ a
Cﬂons = 3/2 Casss—1/2 Cooos
_ 127 _saf27 54 54 3 18 & 9243
C””°°_2{a5 et et e T et o T
1563 201 , 201 , 19 ., 1 s]}<232)
640 1280 % T 1120 % T 560 ¢ T 280 ¢ ao
1 3 1 3 1 _sa3 6
(-3 Caman+ g Canan) = Gmg{— gt e G+
5,149 21 18 , 1 3]}(2_62_)
Ta T 6 T T 120% T 120 ¢ % |
1( 27 9 —0a[27 54 99 27
Caozo=City {‘zﬁ e T | T T et
.9 1563 357 1031 , 99 . 28 ., 1 as}('z,ei)
a T 1280 640 7 2240 * T 560 560 210 a

Cs666 =3Cqs56s— 2Crpa0

1 .
Crnan= j(g Crsas—3Crgag—2C1)

1

Canana' = 7(3 Crszs— Crgzg+2C)
1

Caan'a' = (3 Casas— Crogo—2 Cy)

'S

Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale (Fortsetzung).
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1
A Byo =fba* (l)aﬂ* (2) . ay(l) b (2) dry dv, - €? s. Gl (4e)
9
Aggss = 7;3’5’ (%) [% W, (0,0)— 12 W, (0,2) + 18 W, (0,4) + 20 W, (2,2) — 60 W, (2,4) + 45 W, (4,4)
144 96 64 Zes
+ e Wa00)— 0 W, 02) + 16 W, 22) + 5 Wi (0,0)} (To )
6
By = 485 {( ) [5 W (0,0) — 30 W, (0,2) + 45 W, (2,2) + 4 W (0,0)] — (i;) [20 W, (0,1) — 60 W, (0,3)
7
— 60 W, (1,2) + 180 W, (2,3) + 16 W, (0,1)] + (-‘;i) [— 6 W, (0,0) + 38 W, (0,2) — 30 W, (0,4)

+ 20 W, (1,1) — 120 W, (1,3) — 60 W, (2,2) + 90 W, (2,4) + 180 W, (3,3) — 478

—12W,(0,1) + 36 W, (0,3) + 40 W, (1,2) — 60 W, (1,4)

W, (0,0)

+ 16 W2 (0,2) + 16 W2 (1’”] - (2)8

2
6
16 a9 3
- (_) — 2 Wy (0,1) + 3 W, (0,8) + 2 W, (1,2) — 3 W, (1,4) — 10 W, (2,3) + 15 W, (3,4)
13513 \2 5
— 2 W, 0) — 2 W, (0.9) + = W (L2) + 4W; (2.3) T2 2 g Wl }(Ze )
49 7 L ®
104 i
Aosos = 45 ( ) — W0 (0,0) + 7= Wo (0.2) — 6 W, (0,4) — 12 W, (2.2) + —5= Wy (2.4) — 5 W, (4.4)
8 g 16 Ze?
w00+ B w09~ w00 — P wea+ S w0 + s wi02)](£2)
8 [a\9[4 4 5
PR N E) 5 Wol)—8 Wi (13) + 20 Wo (83) + g Wa (L1) + — W2 (L3) + 4 W2 (33)
+ 2i4 We(L,1) — ﬂ W1 (0,0) + }44» W1(0,2) — 18 W; (0,4) _1% Walged) -+ 48 Wa 28)
— 15 W, (4,4) — 36 5 W (0,0 +L2Ws(02> 3*6“’3(22)}(26 )
ay )
8 [(a\9[4 4 -
Agarg= L (727) 4 W, (1,1)— 8 W, (1,3) + 20 W, (3,3) + 9 We (1,1) + — W2 (1,3) + 4 W2 (3,3)
B ;;5‘ WLty 2 27 Wi (0,0) — 1;4 W1 (0,2) + 18 W, (0,4) + 771—2% W1 (2,2) —48 Wy (24)
2
+15 Wi (44) + 28 w, (0,0) — = Wa(°2)+ W3 (2’2>l(ze )
35 35 -
16 [a) 18
B ?5]/_3 E) W, (0.1)— 5 W, (0.3)— - W, (L,2) + W, (1,4) + 18 W, (2,3) — 5 W, (3,4)
12 =
T 2 Wa(0,1) + 2 W, (0,9) — 20 W2 (1L2) + = W2(14) E bl
32
+ g5 We 2| (%7)
8 /a\9[8 28
Agsys = '135‘ (2) 5 Wo(0.0) =" W, (0.2) + 6 Wy (0.4) + 12 W, (2.2) — 28 Wy (24) + 15 Wy (44)
+ 22w, 00) + 22 w, (02— —12 W (0,4) — —4‘ Wi @) +4Ws 04— g0 Wi (00)
49 i 245
32 Ze?
+ 245 (0 2) ( ay )

Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale (Fortsetzung).
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4 [ad 1 4 3
Apzss= o (; — 3 Wit (L) + 2 Wit (L9) — 5 Wit (8.9) — 5 Wil (L) + o Ws' (00)
2
— 5 W02+ 3 Wi @)+ o W 00 (25
Agssm = i(i)g Ll waa + e Wi @) — 5w e — - W) — 2 wat(0,0) + 2 Wt (0.2)
TS TH 45\ 2 5 i ’ ? 105 49 ’ 7 ’

a4 wiool(Z)
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16 a9 1
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Anoao =45 (3) [~ W00+ £ Wo02— 6w, 00— 1L Wo 22 + 24 W, @9 —5Wi (40

— 2 W 00— T W02) + 2 Wa 0 + 12 Wa 22— 2 Wa(24) + 2Wa(44) — S WL (02)

Z

+ 2 w4(22>]( af)
S ,‘L(_‘?_) Wi (0,0) — 14 Wy? (0,2) + 49 W22 (2.2) + - W (00)](242)
AT T — 2205 2 2 2 45 4 5 o

8 911

Anaaa =5 (3) gwo(o,m 2 W02 +2 Wy (04) + 2 Wy (2.2)—12Wa (24 + 5 W, (49)
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Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale (Fortsetzung).
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4

2

1
6. Laﬂys = fa*a (1) a*ﬂ (2) L (1) by (2) dry drs - €2

9
Looss = o5 (3 {16 0)—Go(4)] [—85 W, (0.2) + 126 W, (22)— 85 W, 2.4)]

+ Go (1) [—T0W, (0,3) + 252 W, (2,3) — 70 W, (3,4)

+ G, (2) [35 W, (0,0) — 126 W, (0,2) + 126 W, (2,4) — 35 W, (4,4)]
+ G, (8) [TOW, (0,1) — 252 W, (1,2) + 70 W, (1,4)]

+ [G:(0) — G2 (4)] [— 70 W, (0,2) + 60 W, (2,2) — 70 W, (2,4)]
+ Gy (1) [— 140 W% (0,3) + 120 W, (2,3) — 140 W (3,4)
+ G, (2) [T0 Ws (0,0) — 60 W, (0,2) + 60 Wa (2,4) — 70 W (4,4)]
+ G. (3) [140 W; (0,1) — 120 W, (1,2) + 140 W, (1,4)]

+ [G1(0) — G4 (4)] - 24 W, (2,2)
+ 48 G (1) - W, (2,3)
+ 24 G, (2) [—W.(0,2) + W, (2,4)]

—48G,(3)- W, (1’-"->} (%)

s. Gl. (4f)

L.’(O.’!E

105

(g)g {co (0) [35 W, (0,2) — 35 W, (0,4) — 126 W, (2,2) + 161 W, (2,4) — 35 W, (4,4)]

+ G, (2) [— 35W, (0,0) + 126 W, (0,2) — 126 W, (2,4) + 35 W, (4,4)]

+ G, (4) [35W, (0,0) — 161 W, (0,2) + 35 W, (0,4) + 126 W, (2,2) — 35 W, (2,4)]
+ G (0) [70 W, (0,2) — 70 W5 (0,4) — 60 W (2,2) + 130 W, (2,4) — 70 W, (4,4)]
+ G (2) [— 70 W, (0,0) + 60 W, (0,2) — 60 W, (2,4) + 70 W, (4,4)]

+ Gs (4) [70 W4 (0,0) — 130 W5, (0,2) + 70 W, (0,4) + 60 Wi (2,2) — 70 Wi (2,4)]

+ 24 G4 (0) [— W, (2,2) + W, (2,4)]
+ 24 G4 (2) [W4(0,2) —W, (2,4)]

+ 24 G, (4) [— W4 (0.2) + W, (2,2>1} (Z*e)

Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale (Fortsetzung).

Da es moglich ist, Sikularprobleme nach resultie-
rendem Bahndrehimpuls auszureduzieren4, ist es oft
zweckmiBig, als 2 p-Eigenfunktionen die Funktionen
(2b) zu wihlen.

Unsere unten definierten Wechselwirkungsintegrale
(4a) bis (4f) werden mit den Funktionen (2a) be-
rechnet. Der Ubergang von (2b) zu (2a) ist mit Hilfe
des zweiten Teils von (2b) leicht zu bewerkstelligen.

Wir benennen in den Zweizentren-Wechselwir-
kungsintegralen (4a) bis (4f) die Elektronenfunk-
tionen mit:

a, (1) bzw. a, (2) bzw. b, (1) bzw.b, (2), (8)

die die Eigenfunktionen der Elektronen 1 bzw. 2 am
Atomkern a bzw. b darstellen sollen. Der Index «

gibt die Quantenzahlen des betr. Elektrons an. Wir
setzen fest:

fir 2sy:a =5’ fir 2p, ta==x

2s4:a=s » 2p,ia=+
» 2p,ia=o0 2p, ta=a'
» 2pgia=0 . 2p_ta=—

Die Berechnung der Wechselwirkungsenergien als
Funktion des Kernabstandes R fiihrt auf folgende
Zweizentrenintegraltypen:

145 7z B.L.Pauling u. E. B. Wilson, ,Introduction
to Quantum Mechanics“, M ¢ Graw - Hill Book Company,
Inc., New York, London 1935, S. 235.
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2 9
Lonoi = 105 (5] {1600 —Go (9] [+ 14 W (0.2) — 841, 22) + 10 W, 2:4)

+ G, (1) [28 W, (0,3) — 168 W, (2,3) + 140 W, (3,4)]
+ Go (2) [— 14 W, (0,0) + 84 W, (0,2) — 56 W, (0,4) — 84 W, (2,4) + 70 W, (4,4)]
+ Gy (3) [— 28 W, (0,1) + 168 W, (1,2) — 140 W, (1,4)]
+ [G: (0) — Gz (4)] [10 W5, (0,2) 4 60 W5 (2,2) — 7O W; (2,4)]
T G (1) [20 Wa (0,3) + 120 W (2,3) — 140 W (3,4)]
+ G (2) [— 10 W, (0,0) — 60 W5 (0,2) + 80 W, (0,4) + 60 W, (2,4) — 70 W, (4,4)]
+ Gs (3) [—20 W, (0,1) — 120 W, (1,2) + 140 W, (1,4)]
+ 24 [G4(0) — G, (4)] [— W, (0,2) + W, (2,2)]
+ 48 G4 (1) [—W.(0,3) + W, (2,3)]
+ 24 G, (2) [W4(0,0) — W, (0,2) — W, (0,4) + W, (2,4)]
Z e?
+ 48 G, (3) (W4 (0,1) — W, (1,2)]} (£5)
Li=Lazazm—Laan'ay) = Laa'ax + Laaa'w)
= —1%)g ( ;—)9 {Co (0) [—14W,(0,2) + 14 W, (0,4) + 84 W, (2,2) — 154 W, (2,4) + 70 W, (4,4)]
1 Gy (2) [14 W, (0,0) — 84 W, (0,2) + 56 W (0,4) + 84 W, (2,4) — T0 W, (4,4)]
+ Gy (4) [— 14 W, (0,0) + 98 W, (0,2) — 70 W, (0,4) — 84 W, (2,2) -+ TOW, (2,4)]
+ G, (0) [— 10Ws (0,2) + 10 W, (0,4) — 60 W (2,2) -+ 130 Wi (2,4) — 70 W (4,4)]
4 Gs (2) [10Ws (0,0) -+ 60 Wi (0,2) — 80 Wi (0,4) — 60 Wi (2,4) + 70 W, (4,4)]
4 Gs (4) [— 10 W (0,0) — 50 Wa (0,2) -+ 70 Wi (0,4) - 60 W (2,2) — 70 W (2,4)]
+ 24 G4 (0) [W,(0,2) —W, (0,4) — W, (2,2) + W, (2,4)]
+ 24 G4 (2) [— W4 (0,0) + W4 (0,2) + W, (0,4) — W, (2,4)]

+ 24 G, (4) [W4(0,0) —2W,(0.2) + Wi (2’2)]} ( Za: 2)

e A (e 0) [—T5We 25,2
L' = 75500 | 3) (G O [—TWs 02) + 525 W 2.2)]

+ ng (2) [75 W22 (0’0) — 525 W/‘z? (0’2)]
—2G2(0) W2 02) +262@)- We 00} (25

Lyogamg =Li+ Lyga'a

Lygan =Li—Lgaa'ad

Tab. 1. Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale (Fortsetzung).

Orthogonalititsintegrale (Uberlappintegrale): Coulomb-Integrale:

Sag = Jag* (D) bg (1) du, (4a) Cupyo= egfaa* (1) bg* (2)
(44d)
Ubergangsintegrale: . T}g— ay (1) by (2) dnu ds .
L i‘l*(ilr)EﬂQ s, _ Austauschintegrale:
b1 4b)  Agpys= e?fba* (1) ag* (2)
o (2% (D) bg (1) 1 (4e)
=) ———dn, L a, ()b (2) du d.
al T12
* (1 1 Ionenintegrale:
e [0, cane
bl (4¢) Lagyd = eﬂfaa* 1) a/)’* @)
, [(ba* ) bg (1) ¢ I
=e* | ——— ——dn. -——ay (1) by (2) dr, dry (4f)
Ta1 T12



a= 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45 5,0 55 6,0 6,5 7,0
Sys = 0,96287 | 0,88291 | 0,80048 | 0,73081 | 0,67207 [0,61736 [0,56129 [0,50185 |0,43978 [0,37732 |0,31708 [0,26126 |0,21136 |0,16815
Sys? = 092712 | 077953 | 0,64077 | 053408 | 0,45168 [0,38113 [0,31505 [0,25185 [0,19341 |0,14237 [0,10054 [0,68257}|0,446731(0,28274!
Sss - 098645 | 094831 | 088973 | 0,81502 | 0,72907 [0,63727 [0,54485 [0,45626 [0,37479 |0,30246 [0,24016 |0,18789 |0,14502 |0,11056
Sss? = 0,97308 | 0,89929 | 0,79162 | 0,66426 | 0,53154 [0,40611 |0,29686 [0,20817 [0,14047 |0,91482/0,576771(0,3530310,210311(0,12224 !
S = 0,14299 | 0,27611 | 0,38647 | 0,46361 | 0,50354 [0,50878 [0,48613 [0,44413 [0,39108 [0,33390 [0,27771 [0,22583 |0,18007 [0,14115
Ssg? = 0,20446— 1| 0,76237"1| 0,14936 | 0,21493 | 0,25355 [0,25886 0,23632 [0,19725 [0,15294 [0,11149 |0,77123}0,50999}0,32425!/0,19923 !
Ses = —0,92749 |—0,73576 |—0,48252 |—0,22556 |—0,5129420,15932 |0,26485 [0,31869 [0,33257 [0,31891 |0,28863 [0,25035 [0,20987 [0,17143
So0® = 0,86024 | 054134 | 023283 | 0,50877)| 0,26311—%/0,253831(0,70146—0,10156 [0,11060 [0,10170 |0,83307}|0,62675|0,44045'|0,29388
Sam = 0,97550 | 0,90744 | 0,80885 | 069472 | 0557802 [0,46800 [0,37017 [0,28694 [0,21857 [0,16395 [0,12134 |0,88739(0,64209*(0,46020!
San? = 0,95160 | 0,82345 | 065424 | 0,48264 | 0,33411 [0,21902 [0,13703 [0,823351(0,477731|0,26880|0,14723}|0,787462|0,41228%0,21178 2
SssSso = 0,14105 | 026184 | 034385 | 0,37785 | 0,36712 [0,32423 [0,26487 [0,20264 [0,14657 [0,10099  [0,6669510,424311(0,26114|0,15606 !
SssSog = —0,91492 |-0,69773 |—-0,42931 |—0,18384 |—0,37397—2/0,10153 [0,14430 [0,14540 [0,12464 |0,9645810,69317}|0,470271/0,30435}|0,18953 1
Sss Sam = 0,96228 | 0,86053 | 071966 | 056621 | 042142 [0,29824 [0,20169 [0,13092 [0,819181|0,4958810,291411(0,166731(0,931162|,50880 2
Sso S0 = —0,13262 |—0,20315 |—0,18648 |—0,10457 |—0,25829—2/0,81059l0,12875 [0,14154 10,13006 |0,10648 [0,80155'|0,565370,37791}|0,24197 !
Ssg S = 0,13949 | 0,25055 | 0,31260 | 0,32208 | 0,29106 [0,23811 [0,17995 [0,12744 |0,8547810,547431|0,33697|0,200401|0,115621(0,64957 2
Sa6Smm = —0,90477 |—0,66766 |—0,39029 |—0,15670 |—0,29649—%0,745621(0,98040—|0,914421(0,7269010,522851(0,35022}{0,222161(0,134761|0,78892 2
Tss —Ze%a,| 024640 | 0,23503 | 0,21616 | 0,19172 | 0,16446 [0,13691 [0,11104 [0,880171|0,683901|0,522191|0,392640,29125—1(0,21346!|0,15477 !
Tas — Ze*la,| 0693071 0,12390 | 0,15700 | 0,16929 | 0,16538 [0,15091 [0,13094 [0,10927  [0,884801|0,69699'(0,538010,407871(0,30444!|0,22419!
Jso —=Zea,| 02553471 0,53099~1 0,764897Y 0,91158~1| 0,962651(0,93420}|0,85175—1{0,74022|0,619331(0,50248*|0,39743~}0,30769|0,23391*(0,17505 !
Joo = Zea, |—0,22113 |—0,15328 [—0,76701~1—0,11278 | 0,35057|0,62234|0,73921|0,74789|0,69084|0,60080}/0,50020}/0,40280 }/0,31588}|0,24241 !
Jam  =Zelay| 0,24008 | 0,21460 | 0,18129 | 0,14661 0,11458 0,87127[0,64799—1(0,47315{0,340211|0,241441|0,16943 *|0,11774—1|0,811232|0,55473 2
Jos = Zea, 0,15328 0,10150 0,87127! 0,71736~1 0,522197! 0,34083 ! 0,20441~1
Js's' Ss's' = Z e*lay 0,13533 0,74177! 0,53789! 0,360011 0,19703~! 0,89045 2 0,343722
JssSss = Zea,| 0,24306 | 0,22288 | 0,19232 | 0,15626 | 0,11990 [0,87249|0,60500—|0,4015910,256321|0,157941(0,94296 2|0,54723%0,30956%0,17111 >
JosSso = Ze*ay| 0,991022 0,34210~}| 0,60676 | 0,78485 1 0,83275(0,76780(0,63654{0,485301(0,3460310,232721(0,14941}/0,921092(0,548212|0,31644 >
Js6Ssa = Ze*a,| 0,365112 0,14661 1 029561 0,422621| 0,48473/0,47530~(0,41406—1|0,328751(0,2422110,167781(0,11037}0,694862(0,421202|0,24708 2
JooSoo = Ze*a, | 020510 | 011278 | 037010 0,25439~2(—0,179823/0,991512(0,19578 |0,2383410,22975}0,19160}|0,14437*|0,10084*|0,66294%|0,41556 >
JaaSan—=7Zea, | 0,23420 | 019474 | 0,14664 | 010185 | 0,66230—10,40775—(0,23987 ' |0,185771/0,74360—%0,39584%0,205592(0,10448 2|0,52088%0,25529—3
Kss = Zea 0,21826 0,17674 0,14952 0,12135 0,99280! 0,83199—! 0,71405—!
Kss =Zea,| 024891 | 024061 | 0,22339 | 0,20116 | 0,17816 [0,15696 [0,13859 [0,12314 [0,11031 |0,99659|0,90765|0,83273—|0,76898!|0,71418 !
Kso =Zea,| 0459641 0,77067— 0,87999~1| 0,84590! 0,74332—1(0,62339—1(0,51178'|0,41774—10,342141|0,282631|0,23603*|0,19941—1|0,17037!|0,14710~}
Koo =Zea,| 026217 | 027448 | 026815 | 0,24633 | 021783 [0,18924 [0.16380 [0,14245 [0,12503 [0,11093 [0,9947610,90091'|0,82308|0,75770"
Knn =Zea,| 024228 | 0,22367 | 020100 | 0,17857 | 0,15832 [0,14082 [0,12598 [0,11348 [0,10295 |0,940232(0,864091|0,79864—|0,74193|0,69242 !
Cs's's's = Z e?lay 0,14590 0,13676 0,12355 0,10869 0,942411 0,814717! 0,70876—1
Cssss = Ze?[a 017537 | 0,16812 | 0,15891 | 0,14842 [0,13736 [0,12633 [0,11581 [0,10608 [0,97289'(0,894741|0,82586—0,765401|0,712351
Cosss = Ze*[a, 0,20340—1| 0,27958—1 0,330001| 0,353781|0,35441/0,3379910,31110—|0,27939—1|0,246971(0,21635}{0,188821[0,16481{0,14423 !
Cooss = Ze?|ay —0,29633—1|—0,193531|—0,89421%|—0,253693|0,586032/0,94078 %0,108901|0,109591[0,102041{0,90642|0,78240%0,664192|0,55917 2

@=%

R

n

Tab. 2. Werte der Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale.

—— mit: Z = Kernladungszahl, R = Kernabstand in [A], a, = 0,5285 A; es bedeutet: 0,12345—2 = 0,12345-10—2 = 0,0012345).




a= 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45 5,0 55 6,0 6,5 7,0
Cosos = Zela, 017741 | 017238 | 0,16561 | 0,15710 [0,14724 [0,13655 |0,12569 [0,11514 [0,10527 |0,963421/0,88398|0,81414[0,75307}
Cooos = Z e*lay 0,11325~1] 0,1861971| 0,25840 1| 0,315551/0,348751(0,356961|0,34485%|0,31938 1[0,2872110,253361|0,221021|0,191871{0,16650—!
Crnss = Zea, 0,36488 Y 0,32529Y 0279151 0,2321440,18841 10,150307|0,118641(0,932142|0,732602|0,578222/0,45965/0,368712[0,29877 2
Cruss = Ze2fay 017435 | 016599 | 0,15556 | 0,14408 [0,13242 [0,12122 [0,11087 [0,10155 |0,932981|0,8604020,796801(0,741031|0,69199~!
Crnos = Ze*la, 0,57478 % 0,60439—2 0,60766—2 0,607552|0,58872 %0,54315(0,476692(0,401052(0,32675 2|0,26036 " 2|0,20468%0,15988 ™ 2(0,12478 2
Croas = Ze*la, 0,24848 1 0,32628!| 0,36580 ! 0,3729010,357240,328501|0,294221/0,259401(0,226851(0,197841|0,17272}0,15128*(0,13310~!
Crnos = Z e*a, —0,68317%—0,27659— % 0,262737%| 0,2247172[0,31947%0,337312(0,309702/0,261892|0,210122|0,16293%0,123682[0,927793|0,69263 3
Crone = Z e*[a, 017252 | 0,16859 | 0,16192 | 0,15330 [0,14223 [0,13101 [0,11997 [0,10964 [0,10028  |0,919651|0,846651|0,78284|0,727091
Coooo = Z¢*la, 018719 | 0,17996 | 0,17299 | 0,16470 [0,15726 [0,14763 [0,13713 |0,12614 [0,11525 [0,10510 [0,958641]0,87674|0,80503 1
Crana = Ze?ay 018430 | 017223 | 0,15833 | 0,14385 [0,13080 [0,11866 |0,10796 [0,98634'(0,90590|0,836211|0,77567|0,72280|0,67635
Camnm—Ze?la 016623 | 015715 | 0,14643 | 0,18509 [0,12423 [0,11399 [0,10468 |0,9637610,890241(0,825340,768081[0,71745}|0,67253 !
Canma=2Zea, 0,90352—2 0,75401~2 0,59504—2 0,438032/0,32849%/0,233482/0,164022|0,112892{0,783013|0,54347?|0,379483(0,26753%|0,19121~3
Assss = Ze*ja, 016266 | 0,14264 | 0,11908 | 0,946131|0,715911|0,5169110,357171(0,236981|0,15151 10,93651 1|0,561462(0,327432|0,18621 2
As's's's = Z e?la, 0,11128 0,74778 1 0,54493 7! 0,37317! 0,21526 ! 0,10296 ! 0,41868 2
Agsss = Ze?lay 0,52522—1| 0,68816~1| 0,75163~1| 0,72275—1(0,62913|0,504781|0,378271|0,267471/0,179911[0,11588 ! 0,718722(0,348112|0,25112 2
Agsos = Ze%la, —0,11837 |—0,638721—0,16124Y| 0,164651|0,329751|0,3701710,335521{0,26841|0,196871(0,13518 ! 0,880522/0,54906 ™ 2/0,32995 2
Acoss = Ze*lag —0,13873Y 0,10692Y 0,32556 0,46106—10,500421|0,464081(0,385280,293951(0,209621|0,14140~110,910272|0,563022{0,33640 2
Agssa = Ze*a, 0,49642—1 0,590811| 0,66544—1 0,68434—0,639231]0,5464810,432331(0,31994|0,223581|0,148711[0,947702|0,5818420,34570—2
Acoos = Z e*lay —0,352651|—0,25882 1|~ 0,40709—2 0,186071|0,340131|0,398631/0,3803010,318541|0,24298~(0,17247 1|0,11554}0,737872{0,45260 2
Ansns = Z e*[ay 015449 | 012754 | 0,98686 Y 0,720080,4983510,32896|0,208161(0,126871|0,747812|0,42784%0,238332|0,129632(0,69010 3
Annss = Ze*la, 0,34576 1 0,287251 0,22270~1| 0,162081[0,111491|0,7296220,457002{0,275422|0,160452(0,907133|0,49939—3|0,26847—3|0,14130—3
Ansswt = Z e*|ay 0,34973~1| 0,29381 1| 0,23054—1| 0,16977]0,11805}/0,780142|0,492922|0,29938 2|0,175612|0,998943|0,552963|0,298743|0,15793 3
Anons = Z e*lay 0,50452—Y 0,61812~Y 0,62162~Y 0,546020,43309110,3169210,217207|0,140992[0,87425 2/0,52131%0,300542/0,168242[0,91774 3
Annos = Ze?[a, 0,13789—1| 0,162831| 0,15792— 0,1341510,103251/0,735392|0,491922(0,312392(0,189892(0,111182(0,630343|0,347443|0,18682 3
Anosn = Z e*|a, 0,16375—1| 0,19339—1| 0,18760 0,159410,122731/0,874532|0,585272/0,37185 2/0,226142(0,132482(0,751483|0,414423(0,22295~3
Acoos = Z e*[aq 0,10165 | 0,46807! 021997~} 0,216581/0,307991/0,380310,39273|0,35305|0,28476  |0,212121|0,147110,970872(0,60981 2
Anmos = Z e?la, —0,21496—2 0,38857—2 0,77893~% 0,90721%0,841252|0,678862|0,496802|0,337632(0,216402(0,132222/0,776123|0,440403|0,24269 3
Anoon = Z e*|a, 0,16047—1| 0,19045—1| 0,19590—!| 0,17703|0,143830,10718}0,74438%|0,48772 2|0,304332|0,182212|0,105282/0,589933(0,32179 >
Anono = Ze*lay —0,10694 | 0,5364971|—0,1201171| 0,123931[0,22114—1/0,2258810,18738|0,13782/0,933502(0,594422/0,360492|0,21008—2{0,11840 2| _
Anammw=27 e?la, 0,85008—2 0,659062 0,47147% 0,315162(0,198992[0,11974—20,691673/0,385773|0,208752|0,110013|0,5640240,28590—4[0,14167*
Angnn = Z e?la 0,15786 | 0,12263 | 0,88023~! 0,59114—/0,375361/0,22731710,18220}0,74263  2|0,404812(0,214952|0,1115020,566953|0,28301 3
Anmgn=2 e?lay 0,14086 | 0,10945 | 0,78594Y] 0,52811—0,335560,203361|0,118371|0,665482|0,363062(0,203952(0,100222(0,509773(0,25468 3
Locos = Ze*|a, _0,13648 |-0,809121[—0,26739~1| 0,167130,458471/0,613481|0,66101"|0,63585 1[0,56893|0,483481/0,395461|0,313711|0,24299 !
Laone = Z e*lay —0,11892 |- 0,68546—1|—0,20929~ 1| 0,16266]0,4066610,533672(0,57026 }|0,54735 1|0,48966|0,41685 }{0,341841|0,27216—1[0,21156 !
Lonon = Ze?[a 0,15668 | 0,18762 | 0,11576 | 0,93811|0,736430,56280'(0,42048 *{0,30819|0,22225|0,15803*|0,11108*|0,77262—20,53252 2
L, = Ze*lay 0,16401 | 0,14227 | 0,11811 | 0,94533~1]0,734151|0,55604{0,41243~1(0,30057|0,215791|0,152941|0,107211|0,74425—2|0,51230 2
Luamm=Ze*lay 0,9114172| 0,76786—2 0,613772 0,469922/0,347672|0,249722%|0,175402(0,12090%0,82054 3|0,54938 ~3|0,364362]0,239303|0,15595 3
Laanx = Ze?/a 017312 | 0,14995 | 0,12425 | 0,992327']0,76892|0,581011{0,429971(0,31266}|0,22400 1|0,158431|0,110851|0,768182|0,52790 2
Laman=Ze/a 0,15490 | 0,13459 | 0,11197 | 0,89834—10,699381[0,5310710,39489110,28848 " 10,20758  1|0,147451|0,1035710,7203220,49670 >
Fortsetzung der Tab. 2. Werte der Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale.
(a = g gL mit: Z = Kernladungszahl, R = Kernabstand in [A], a, = 0,5285 A; es bedeutet: 0,12345—2 = 0,12345-10—2 = 0,0012345).
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Mit Ausnahme von (4e) und (4f) lassen sich die
Integrale geschlossen berechnen, und zwar werden
die Integrationen bei (4a), (4b) und (4c) in ellipti-
schen Koordinaten (u, v, ¢) durchgefiihrt, die durch

x = 2 Sin u sin v cos @

R
y=- - Sin u sin v sin @ (5)
z = }; Gof u cos v

mit den karthesischen Koordinaten verkniipft sind.
Den Zusammenhang (Abb. 1) zwischen den Kugel-
koordinaten (mit den Atomen a oder b als Nullpunkt)
und den elliptischen Koordinaten (Nullpunkt im

— p
r/<—-—7k-———->

Abb. 1. Definition der Zweizentren-Koordinaten.

Mittelpunkt der Kernverbindungsachse) geben die
folgenden Gleichungen:
r. = g—(Qofu—k cos v) ,

7, = [2{ (Cof u—cos v),

r,+ = RCofu,

r,—1,= Rcosv,

r,cos i, = g (14 Cofucosv),

1, cos i = l; (1—Gofucosv), 6)

COS ¢b
sin ¢ B

7, sin r) $Pa _ = 1y, sin Iy

*sin ¢,

= : cos P
Sinusinv 5
sin ¢

dr = r*drd (cos ) dp

o |

3
1; (Sof2u—-cos®*v)d (Sofu)d(cosv) dP-

AUSTAUSCH- UND ZWEIZENTRENINTEGRALE

Besonders hingewiesen sei auf die Definition von
?2 und ¥y. Diese hat den Vorteil, da3 die Eigen-
funktionen b, (i) die Bilder von a, (i) bei Spiegelung
an der XY-Ebene sind, d. h. es ist bei Spiegelung

Ty, =Ty

cos 9, = cos 1, )
. g FTi@p, . g Tig
sind, e~ ""2 =sind e '¥b.

Durch diese Definition von ¢, und 9, sind eine Reihe
von wichtigen Relationen zwischen den einzelnen
Integraltypen bedingt [s.u. Gl. (12)]. Bei Bartlett,
Bartlett u. Furry u. a. wird @ als Winkel zwi-
schen der positiven Z-Achse und ry, definiert, wodurch
diese Gleichheitsrelationen z. Tl. fortfallen.

Die Coulomb-Integrale (4d) werden zweckmifi-
gerweise unter Verwendung von Kugelkoordinaten
und der Entwicklung von 1/r;,:

| m ! | m|

= +1
Zf Z (+lmpt B (cos)

1=0 m=— (8)
. Pl|m| (CbS @2) eim(‘Pl—‘Pz)

(mit: r; = kleinerer Wert von r; und s,
rx = grofBerer Wert von r; und r,)

und spiterem Ubergang zu elliptischen Koordinaten
(6) integriert?s.

In den Austauschintegralen und Ionenintegralen,
(4e) und (4f), verwenden wir die Neumann - Ent-
wicklung von 1/ry, in elliptischen Koordinaten!S,

e Ll

- Qg (Cofu,) Py (Cofu_) Py (cosvy) 9)
- Py.; (cos vz) cos j (1 —@s)

mit & = 1; e1,2,3... =2,

Coju_ = groBerer Wert von Coju; und Cojus,
Coju_ = kleinerer Wert von €oju; und Coju,.

Damit lassen sich bei den Austauschintegralen die
Integrationen nach ¢, ¢., vy und v, durchfithren.

15 Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektral-
linien, Bd. 11, Vieweg-Verlag, Bmunschwelg 1944, S. 647.

16 C., Neumann, Theorie des Potentials, Teubner,
Leipzig 1887.
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Es bleiben Integrale der unten definierten Art
W7 (m,n;a) iibrig. Analog kann man bei den Ionen-
integralen nach ¢, @, und v, (bzw. v,) integrieren.
AuBler W7 (m,n;a) bleiben Integrale’ der Form
G;(m;a) zuriick. Diese beiden Integraltypen:

W; (m,n;a) = f Ql; (,2_+) P‘T’ () e-a(i., + /s)
s (10a)
" B a2 — )P — 1) ds s
1

D * v m 2v/2
Gimsa) = [ ¢ ““P ()™ A —p)"du  (10b)
—1

mit 1 = Coju; u = cosv;
~~ ein Parameter ist, lassen sich nur
ay

numerisch auswerten. Man findet sie fiir ¢ = 1 bis
a="7Tin10,
Da es numerisch einfacher ist, die Integrale (4a),
(4b) und (4c) mit Hilfe der tabellierten Integrale:
A () =[ ¢ % inda 1)
1
Z R 10

mit @ =" -
2 aop

zu berechnen, werden sie auf diese zuriickgefiihrt.
Integral (4a) ist dimensionslos, (4b) bis (4f) haben

431

did Dimension £ Z, worin Z die wihlbare Kern-
ao
ladungszahl in den Eigenfunktionen (Z = 24, ) ist.

Gemif unserer Definition von ¢, und 9, bestehen
folgende Identititen innerhalb der einzelnen Integral-
typen (auf die bereits oben hingewiesen wurde):

Saﬂ= Sﬂa;
Kyp=Kgas
aber: JypFJgqy;

Caﬂyézc?ﬂaézcaéyﬂzcyéaﬂ (12)

ZC(Syp’aZCéa/)’yZ Cﬂyéaz CBadys
Aapyo=Apady =Ayoap =Adypas
Lapys=Lypasd-

Die vollstindigen Formeln fiir die Integrale sind
in Tab. 1 zusammengestellt. Tab. 2 enthilt die nume-
rischen Werte.

Der Verf. mochte Hm. Prof. Dr. K. Wirtz fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und die zahlreichen wertvollen
Diskussionen und Hinweise herzlichst danken. Besonderer
Dank gebiihrt auch Frl. Dr. E. Trefftz, die zu simt-
lichen Integrationen Kontrollrechnungen durchfiihrte, und
der Rechengruppe der astro-physikalischen Abteilung des
Max-Planck-Institutes fiir Physik fiir die Hilfe bei den
zeitraubenden numerischen Auswertungen.

Quantenelektrodynamische Selbstenergie
und exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung I’

Von H. SALECKER **
(Z. Naturforschg. 5a, 431—438 [1950]; eingegangen am 7. August 1950)

Im ersten Abschnitt wird iiber ein Verfahren zur Behandlung der Entartung in der Quanten-
theorie der Wellenfelder und insbesondere iiber den EinfluB der Entartung auf die Selbst-
energie des Elektrons berichtet. Es ergibt sich dabei, da3 die Behandlung der Entartung keine
Anderung der frither erhaltenen Ergebnisse bedingt. Im zweiten und dritten Abschnitt wird die
Herkunft der Selbstenergiedivergenz untersucht. Nach einer stérungstheoretischen Behandlung
im Abschnitt 2 wird mit Hilfe einiger einfacher Beispiele gezeigt, daf3 es keineswegs selbstver-
stiindlich ist, aus der Divergenz der zweiten Niherung auf die Divergenz des exakten Selbst-
energieausdrucks zu schlieBen. AnschlieBend wird die Frage nach dem Ursprung der Divergenz-
schwierigkeiten in der Quantenelektrodynamik mit Hilfe einer exakten Methode dahingehend
entschieden, daf diese aus den Grundlagen der Theorie stammen; d. h. die zugehorige
Schrédinger-Gleichung besitzt in Strenge gar keine Lésung zu endlichen Energieeigenwerten.
Diese Ergebnisse sind auch fiir die neue kovariante Formulierung von Tomonaga und

Schwinger giiltig.

chon oft ist auf die Schwierigkeiten hingewiesen
worden, die der Behandlung quantisierter Feld-
theorien beim Vorhandensein von Wechselwirkungs-

* Gekiirzte Diss. Tiibingen 1949. Teil I und II.

gliedern entgegentreten. Wegen der grof3en Kompli-
ziertheit der zugehorigen Schrodinger-Glei-

** Jetzt am Institut fiir theoretische und angewandte
Physik der Technischen Hochschule Stuttgart.



